I contributi di Euler alla stocastica
nel contesto della letteratura contemporanea

IVO SCHNEIDER"

Nei volumi di storia di teoria della probabilita o della statistica apparsi
negli ultimi decenni, Euler ¢ citato a malapena, nonostante che le sue pubbli-
cazioni e le sue note, pubblicate in parte solo postume, coprano un intero
volume di circa seicento pagine dell’edizione dell’ Opera omnia (serie 1, vol.
7). 1l curatore di questo volume, Louis Gustave du Pasquier, raccolse ven-
totto lavori scritti da Euler fra il 1735 e il 1781. Delle cinque aree tematiche
individuate da du Pasquier in questo volume, nei quali Euler lascio contribu-
ti, tralasciamo 1 cinque scritti concernenti le ricreazioni matematiche, che
comprendono quelli dedicati ai quadrati magici. Le restanti quattro aree
tematiche riguardano il calcolo delle probabilita, la teoria degli errori, la
statistica matematica o, secondo la terminologia in voga all’epoca di Euler,
I’aritmetica politica e infine la matematica per le assicurazioni.

All’area relativa al calcolo delle probabilita du Pasquier ascrive quattro
lavori concernenti le lotterie, che parzialmente si configurano come risposte
a due richieste del re Federico II di Prussia. Gli altri contributi riguardano
giochi d’azzardo allora in voga, come il Jeu de Rencontre o il Jeu de Phara-
on, ma anche il paradosso di San Pietroburgo e il problema relativo alla
durata del gioco.

Alla teoria degli errori, che Euler considerava una branca del calcolo
delle probabilita, dedico due scritti facenti entrambi riferimento a pubblica-
zioni contemporanee: il primo ¢ relativo a un articolo di Daniel Bernoulli, il
secondo ad una memoria di Lagrange.

Du Pasquier include nel dominio della statistica matematica tre pubbli-
cazioni di Euler sugli sviluppi demografici. Strettamente connessi e basati su
dati concernenti la mortalita civile, risultano cinque suoi saggi sulla matema-

* Miinchner Zentrum fiir Wissenschafts- und Technikgeschichte. Traduzione del testo inglese a cura di
Erika Luciano.

! Richard J. PULSKAMP ha raccolto le traduzioni inglesi di tutti questi testi, compresi i contributi rilevanti
dei contemporanei di Euler, nel sito web: http://cerebro.xu.edu/math/Sources/Euler/index.html sotto il
titolo Leonhard Euler on probability and statistics.
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tica per le assicurazioni, quattro dei quali sono stati pubblicati mentre Euler
era in vita. Nel presente articolo ci si limita, in merito a questi due ultimi
settori, ad illustrare un solo esempio riguardante la spiegazione di Euler della
crescita della razza umana.

Du Pasquier per primo ha presentato i contributi di Euler alla scienza attua-
riale molto accuratamente nella prefazione all’Opera omnia (serie 1, vol. 7),
benché non abbia menzionato la letteratura contemporanea di matematica attua-
riale, che vede il suo esordio in questo ambito con le opere di de Moivre e di
Simpson. Uno studio comparativo dei lavori di Euler sulla scienza attuariale
trascenderebbe gli scopi di questo contributo. Qui ¢ stato scelto un esempio fra
¢gli studi demografici di Euler che ¢ risultato particolarmente avvincente per il
grande impatto che presumibilmente riscosse. Nel seguito saranno esposte alcu-
ne osservazioni generali sull’attivita di Euler in tale settore.

1. Osservazioni generali

Le categorie usate da du Pasquier per distinguere i differenti settori della
stocastica matematica sollevano il problema della concezione propria di
Euler di questi settori. La maggior parte dei lavori raccolti in questo volume
si configurano, secondo il pensiero dello stesso Euler, come contributi ad
una sola disciplina matematica, apparentemente autonoma, per la quale egli
utilizza differenti denominazioni, come quelle in latino di mensura sortis e
di ars conjectandi o, in francese, di calcul de probabilités.

«Mensura Sortis» era 1’espressione adoperata da Abraham de Moivre
nel titolo di un lungo articolo sui giochi d’azzardo pubblicato nelle Philoso-
phical Transactions of the Royal Society del 1711°. Una successiva elabora-
zione del suo De Mensura Sortis divenne una monografia intitolata The
Doctrine of Chances che ricevette tre edizioni fra il 1718 e il 1756*. Non &
chiaro se Euler si astenne dal leggere le pubblicazioni inglesi, certo gli erano
note le pubblicazioni in latino di de Moivre, come si pud desumere dal primo
volume della sua Introductio in Analysin infinitorum dove de Moivre ¢ citato
quattro volte. Evidentemente Euler conosceva i contenuti del Treatise of
fluxions® di Colin MacLaurin prima che fosse tradotto in francese’. Tuttavia

2 Pp. XLII-LIIL

3 A. DE MOIVRE, De mensura sortis, seu, de probabilitate eventuum in ludis a casu fortuito pendentibus,
Philosophical Transactions of the Royal Society 1711, Nr. 329, pp. 213-264.

* A. DE MOIVRE, The doctrine of chances: or, a method of calculating the probability of events in play,
London 1718, seconda edizione London 1738, terza edizione London 1756.

’ Pubblicato a Edimburgo nel 1742.
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il libro The Doctrine of Chances di de Moivre non ¢ mai citato in nessuna
delle lettere della corrispondenza di Euler finora pervenute, né egli fa mai
riferimento a quest’opera o alla traduzione di questo titolo in latino o in fran-
cese nelle sue relative pubblicazioni, a meno che non si consideri la locuzio-
ne «science des probabilitésy.

E interessante notare come i contemporanei di Euler, Lagrange e Laplace,
avessero lavorato, indipendentemente 1’uno dall’altro, ad una traduzione france-
se della Doctrine di de Moivre; in una lettera a Laplace del 1776 Lagrange esor-
tava Laplace a proseguire il suo lavoro su tale traduzione spiegando che egli da
alcuni anni aveva accantonato i suoi tentativi di tradurre la Doctrine in francese’.
Alla fine, né Lagrange né Laplace pubblicarono una traduzione francese della
Doctrine di de Moivre.

Mentre la familiarita di Euler con la Doctrine di de Moivre ¢ per lo me-
no dubbia, la sua conoscenza dell’Ars Conjectandi di Jacob Bernoulli, pub-
blicata postuma, ¢ sicura, poiché Euler cita quest’opera e il suo autore in
almeno uno dei suoi scritti®.

Il termine francese Calcul des probabilités che fu ripetutamente usato da
Euler, fu probabilmente introdotto da parte di enciclopedisti come d’Alembert e
Condorcet e rimpiazzava altri termini francesi, usati per denotare la teoria dei
giochi d’azzardo o la teoria della probabilita dalla meta del diciottesimo secolo
in poi. Un’ulteriore prova del fatto che Euler fosse a conoscenza almeno di alcu-
ni contributi francesi contemporanei su questo settore si pud desumere da alcune
osservazioni rivolte in modo occasionale a d’Alembert’ o a Lagrange'’.

Dr’altra parte Euler non nutriva interesse per 1’esame sistematico della
bibliografia disponibile. Quando Maupertuis aveva sottoposto a Euler il
problema di determinare le probabilita di due giocatori impegnati nel gioco
del Rencontre, Euler si era affrettato a rispondere a Maupertuis il giorno
successivo, esordendo con 1’affermazione:

Ho trovato la soluzione cosi difficile che dubito molto che un problema piu
difficile sia mai stato risolto'".

¢ Traité des fluxions, Paris 1749.

7 Si veda la lettera di Lagrange a Laplace del 30 dicembre 1776, in Oeuvres de Lagrange, vol. 14, Paris,
1892, p. 66.

8 Cfr. BULER, Vera aestimatio sortis in ludis, in EULER, Opera, series 1, vol. 7, p. 458.

% Cfr. EULER, Solutio quarundam quaestionum difficiliorum in calculo probabilium, 1785, in EULER,
Opera, series 1, vol. 7, pp. 408-424, in particolare p. 408.

' Cfr. EULER, Eclaircissements sur le mémoire de Mr. de la Grange inseré..., in EULER, Opera, series I,
vol. 7, pp. 425-434.

" EULER a Maupertuis, 16 aprile 1752. Cfr. EULER, Opera, series IV, vol. 6, Basel 1986, p. 203 f.
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Nel Rencontre due giocatori, ciascuno dei quali ha un mazzo completo
di carte mescolate, estraggono alternativamente una carta dal loro mazzo,
finché o entrambi estraggono la medesima carta dal loro mazzo (coinciden-
za), o tutte le 52 carte sono state estratte da entrambi senza nessuna coinci-
denza. Nel caso di una coincidenza di due carte in una delle estrazioni il
primo giocatore vince; se invece non se ne presenta nessuna ¢ il secondo
giocatore a risultare il vincitore.

Euler invio a Maupertuis solo il risultato del «calcolo molto complica-
toy, riservando per sé la pubblicazione della sua soluzione con la relativa
dimostrazione'. Euler giunse alla soluzione considerando mazzi di 1, 2, 3, 4
etc. carte per i quali calcolo la probabilita rispettiva di una coincidenza. La
probabilita di una coincidenza, se le carte del giocatore A che estrae per
primo sono nell’ordine 1, 2, 3, ... , n ¢ il rispettivo numero di coincidenze
con la prima, la seconda, la terza, I’n-esima carta, diviso per il numero »! di
disposizioni del mazzo del giocatore B.

Se i mazzi di entrambi i giocatori contengono

POSSIBILI COINCIDENZE SU N!

I carta 1

2 carte (12)

3 carte 123),(132),(321),(213)

4 carte (1234),(1243),(1324),(1342),(1423)(1432),

(3214),(3241),(4213),(4231),
(2134),(2431),(4132),
(2314),(3124).

Di conseguenza, la probabilita di una coincidenza, se i mazzi contengono

1 carta, | 1
1
Dcarte | —=1-1
2 2
2 1 1
—=—t—=1-—+—
3 carte 3 27% 5
15 2 1 I 1 1
—_———— =] ———_—,
4 carte 24 3 24 2 6 24

Generalizzando 1 suoi risultati egli trovo che la probabilita di una
coincidenza in un mazzo di # carte ¢:

12 Calcul de la probabilité dans le jeu de rencontre, Mém. Berlin 7, 1751 (1753), pp. 255-270 e in EULER,
Opera, series 1, vol. 7, pp. 11-25.
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11 limite di questo numero, per n che tende all’infinito, ¢ 1——,dove e denota
e

il numero Euleriano, che calcolo fino a 21 cifre. Questo limite — Euler forni
il valore numerico 0,632120558 — puo essere usato, come egli mostro, come
una buona approssimazione per # relativamente piccolo, cio¢ per n > 12.

Dai resoconti delle sedute dell’ Accademia di Berlino si evince che Euler
attese circa due anni prima di leggere la nota in cui dimostrava questa solu-
zione, con metodi combinatori, per il caso generale di n carte. Egli ebbe
pertanto il tempo sufficiente per mettersi al corrente delle precedenti solu-
zioni al problema fornite da Montmort, Nicolaus Bernoulli e de Moivre.
Euler, nella sua posizione di matematico, forse il piu creativo del suo tempo,
non aveva ragione di ignorare i meriti altrui. Una spiegazione possibile del
motivo per cui non menziond nessuno dei suoi predecessori nell’articolo sul
Jeu de Rencontre & che egli non conoscesse i loro lavori®.

Gli autori che in seguito si occuparono del problema del Rencontre cita-
rono in generale i predecessori o, come Lambert, fecero esplicito riferimento
a Euler'®. Tuttavia, anche se Euler avesse saputo che qualcun altro aveva gia
risolto il problema che gli era stato sottoposto, non necessariamente avrebbe
desistito dal tentativo di risolverlo lui stesso. In numerosi casi Euler aggiun-
se, in modo consapevole o inconsapevole, come ad esempio nel caso del
Rencontre, una nuova soluzione ad una gia esistente.

L’atteggiamento di Euler nel risolvere problemi senza preoccuparsi del
fatto che spesso essi fossero stati risolti da altri, sembra essere emblematico
dello status del calcolo delle probabilita a quell’epoca.

Scaturita da una piccola collezione di problemi concernenti i giochi
d’azzardo, questa disciplina non aveva perso il carattere di una raccolta sem-
pre piu ampia di problemi di tal genere, anche dopo I’introduzione del con-
cetto di probabilita e della sua misura classica, ad opera di Jacob Bernoulli e
di de Moivre'”. Ogni autore che presentava una monografia su questa disci-

1 Per un dettagliato esame della storia di questo problema, compresi i contributi di Euler in merito,
cfr. E. KOBLOCH, Euler and the history of a problem of probability theory, Ganita-Bharati, Bulletin of the
Indian Society for History of Mathematics, 6, 1984, pp. 1-12.

"4 J. H. LAMBERT, Examen d’une espéce de superstition ramenée au calcul des probabilités, Nouveaux
Mémoires de I’ Académie Royale des Sciences et Belles Lettres de Berlin, 1771, pp. 411-420.

' 1. SCHNEIDER, Jacob Bernoulli, Ars conjectandi, 1713, in Landmark Writings in Western Mathematics
1640-1940, a cura di I. GRATTAN-GUINNESS, Elsevier Amsterdam 2005, pp. 88-104 e 1. SCHNEIDER,
Abraham de Moivre, Doctrine of Chances (1718, 1738, 1756), in Ibidem, Elsevier Amsterdam 2005,
pp. 105-120.
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plina doveva includere le soluzioni dei problemi allora oggetto di studio. Il
fatto che citasse o meno i suoi predecessori dipendeva dalla sua conoscenza
dei loro lavori e dalla sua onesta. Comunque Euler non ebbe mai intenzione
di scrivere un libro sul calcolo delle probabilita. La ragione per cui lavoro
ancora alla soluzione di problemi che erano gia stati risolti potrebbe essere
simile a quella dei maestri d’abaco dei secoli precedenti, che cercavano di
offrire il maggior numero possibile di soluzioni apparentemente differenti a
un problema, in quanto il prestigio sul mercato di coloro che potevano offrire
pitt soluzioni degli altri era reputato superiore'®. Questo atteggiamento po-
trebbe costituire un’altra giustificazione del motivo per cui i contributi di
Euler alla stocastica sono solo raramente citati nei volumi di storia della
teoria delle probabilita o della statistica. Nelle sue soluzioni di problemi
concernenti giochi d’azzardo, mortalita, assicurazioni o teoria degli errori,
Euler non si preoccupo di discutere i fondamenti della disciplina. La base
indiscutibile delle sue soluzioni era la classica misura della probabilita, come
era stata introdotta da Jacob Bernoulli, che fu rimpiazzata solo dall’assioma-
tizzazione della teoria della probabilita nei primi decenni del ventesimo
secolo'’. Non vi sono tracce di alcun tentativo da parte di Euler di trattare i
diversi aspetti della probabilita e del caso. Persino nella sua corrispondenza
con il compatriota Johann Heinrich Lambert'® Euler sembra evitare ogni
discussione sugli aspetti filosofici sollevati da Lambert, per esempio nel suo
Neues Organon". Lo stesso vale per la sua corrispondenza con I’amico Da-
niel Bernoulli, che era almeno altrettanto coinvolto nel risolvere alcuni pro-
blemi allora aperti nella teoria della probabilita. Ma persino nel 1768, quan-
do Daniel Bernoulli chiese a Euler in una lettera® la sua opinione circa le
«enormi banalita del grande d’Alembert concernenti le probabilita»”' Euler
non si mostro interessato a intraprendere una critica delle affermazioni
di d’Alembert o ad entrare in discussione sul concetto di probabilita. Tutto

1 1. SCHNEIDER, Textbooks of German Reckoningmasters in the Early 17th Century, in Journal of the
Cultural History of Mathematics 2, 1992, S. 47-52.

'7 1. SCHNEIDER (a cura di), Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie von den Anfingen bis 1933,
Berlin e Darmstadt 1988, in particolare il capitolo 8, pp. 353-416 e J. VON PLATO, Creating modern
probability, Cambridge 1994.

'8 K. Bopp (a cura di), Leonhard Eulers und Johann Heinrich Lamberts Briefwechsel, in Abhandlungen
der Preussischen Akademie der Wissenschaften, physikalisch-mathematische Klasse, 1924, Nr. 2.

¥ Neues Organon oder Gedanken iiber die Erforschung und Bezeichnung des Wahren und dessen Unter-
scheidung vom Irrtum und Schein, Leipzig 1764.

% D. BERNOULLI a Euler, aprile 1768; ho potuto consultare la lettera grazie alla cortesia di Emil
Fellmann dell’ Eulerkommission di Basilea.

21 D’ Alembert aveva pubblicato un articolo intitolato Doutes et questions sur le calcul des probabilités
nel volume V dei suoi Mélanges de littérature et de philosophie, che fu edito nel 1767, in cui sembra
ripetere almeno implicitamente I’errore madornale fatto nel suo articolo Croix ou pile dell’ Encyclopédie.
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giocatore ¢ obbligato a pagare piu di quanto permetterebbero le sorti uguali
nel gioco.

Supponendo che prenda parte alla lotteria un numero sufficientemente gran-
de di giocatori, sono predisposti 90 biglietti numerati da 1 a 90, cinque dei
quali sono estratti a sorte. Prima che i cinque biglietti siano estratti, ogni
giocatore ¢ libero di comunicare il numero o i numeri che egli auspica siano
estratti e di determinare I’importo del premio nel caso che egli vinca. La
prima possibilita di partecipare per un giocatore consiste nello scegliere un
certo numero fra 1 e 90 inclusi, e di assegnare il premio nel caso in cui il
numero da lui scelto appaia fra i 5 biglietti estratti nella lotteria. Poiché egli
ha cinque possibilita su 90 di vincere, la probabilita di vincere, in queste
condizioni, ¢ 5/90 cio¢ 1/18. In un gioco equo egli deve scommettere allora
1/18 del premio che egli si ¢ assegnato in caso di vincita.

Euler mostro che il giocatore deve pagare il 44 % in piu, secondo il pro-
getto di lotteria di Roccolini.

La seconda possibilita ¢ che un giocatore possa scegliere due numeri su
90. La probabilita che egli vinca di conseguenza ¢ minore di 1/400. Poiché il
progetto richiedeva circa 2.33 volte I’importo che un giocatore dovrebbe
scommettere in un gioco equo, aumentava del 120% il prezzo in caso di
vincita e percio il profitto del banco era ridotto a circa il 95%.

Allo stesso modo Euler discuteva la terza possibilita, in cui un giocatore
poteva scegliere tre numeri su 90. La posta richiesta al giocatore in questo
caso era piu di sei volte I’importo che egli avrebbe dovuto pagare se le chan-
ces per lui e per il banco fossero state uguali. Il progetto aumentava
dell’80% il prezzo nel caso in cui una terna fosse uscita e cosi riduceva il
profitto del banco al 240%.

Euler propose allora altre forme di partecipazione alla lotteria, non
contemplate nel progetto di Roccolini, per le quali perd potevano essere
calcolate nello stesso modo le scommesse corrette e i profitti fissi per il
banco. Un esempio di forma di partecipazione di questo tipo consiste
nell’includere in una scommessa di una terna un premio inferiore se non
esce nessuna terna, ed escono invece due o uno solo dei numeri su cui si €
scommesso.

Euler spiegava che ¢ ragionevole, per una lotteria di questo tipo, chiede-
re profitti piu bassi per le scommesse con maggior probabilita di vincita,
come nel primo caso, dal momento che il banco rischia una grande perdita
nel caso raro, per esempio, dell’uscita di una terna. Egli richiamava
I’attenzione sul fatto che i profitti calcolati sono soltanto probabili e che non
possono essere escluse delle perdite del banco, nonostante I’'importo aggiun-
tivo richiesto ai giocatori, soprattutto se il loro numero non ¢ cospicuo. Euler
raccomandava che gli importi, soprattutto per le terne, dovessero essere
limitati e che non si dovesse consentire a piu persone di scegliere gli stessi
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numeri. L’ultima raccomandazione sembra essere, almeno ai miei occhi, un
po’ troppo innocente a parole. A questo punto Euler accenna alla possibilita
di discostarsi dal progetto di Roccolini cambiando il numero dei biglietti
della lotteria e di quelli estratti a caso. Egli propone una lotteria di 100 bi-
glietti, 10 dei quali vengono estratti, e calcola la scommessa per le differenti
situazioni di vincita che i giocatori potrebbero aver scelto.

Potrebbe essere interessante sapere se Euler scrisse questa relazione
sul progetto della lotteria nel bel mezzo del suo studio sul calcolo delle
dimensioni dei macchinari, e soprattutto delle pompe e dei tubi ad acqua,
pegsla grande fontana di Sanssouci, che fu terminata solo pochi giorni do-
po~.

Presentd un primo articolo all’ Accademia di Berlino il 10 marzo 1763%.
La data ¢ molto prossima all’annuncio del re, del 18 febbraio 1763, che sta-
biliva una lotteria simile in Prussia. Il lavoro di Euler forniva per un progetto
generalizzato della lotteria di Genova le probabilita delle possibili estrazioni.
In tal modo questo studio puo essere considerato come un’estensione € una
generalizzazione della risposta che egli aveva inviato al re nel 1749. Questo
scritto non fu pubblicato durante la vita di Euler, forse perché, come Euler
affermo nel secondo articolo”’, la maggior parte dei problemi che potevano
essere posti in merito alla probabilita delle possibili estrazioni di questa lot-
teria si potevano facilmente risolvere seguendo «i principi stabiliti della
scienza delle probabilitay.

Nel secondo lavoro Euler calcolava le probabilita di uscita di cio che de-
finiva «sequenza». Sequenza significa per Euler che fra i numeri estratti in
una lotteria genovese almeno due si susseguono 1’un 1’altro nell’ordine natu-
rale, cio¢ [I+1 ¢ estratto dopo L. Questo scritto ¢ del tutto inutile ai fini della
gestione di una lotteria, poiché nessun progetto di lotteria premia 1’uscita di
sequenze. Tuttavia potrebbe essere interessante per degli avventori che vo-
gliano scegliere i numeri “giusti” all’atto di partecipare a una lotteria. Egli
calcolava le probabilita delle sequenze di due, tre, quattro e cinque numeri se
erano estratti due, tre, quattro e cinque biglietti in una lotteria formata da [
biglietti.

Euler aveva in primo luogo calcolato la probabilita del caso piu sempli-
ce, quello in cui si ottiene una sequenza di due numeri, se sono estratti due

2 Cfr. la lettera di Federico II a Euler, 27 settembre 1749, nella quale il re ringrazia Euler per i suoi
calcoli riguardanti “IC0O 000000 IOC0000MD, in EULER,IO0000 series IV, vol. 6, Basel 1986, p. 320.

26 QOI0OI000! 0007 0007 0000000 DI00010000 007 00000000 0000000 10000000 0000000, prima pubblicazione
nell’Opera postuma I, 1862, pp. 319-335 e quindi in EULER, OO0 series 1, vol. 7, pp. 466-494.

7 000000 D00 70007 0001 0000000000 00000 001 00200000 0000000, Pubblicata dapprima in Mém. Berlin, 21
(1765), 1771, pp. 191-230 e in EULER, UOCOO series 1, vol. 7, pp. 113-152, in particolare p. 113.




112 IVO SCHNEIDER

biglietti da una lotteria con n biglietti. Siccome in questo caso il numero di
tutti i casi possibili ¢
5)
2

¢ il numero di tutte le possibili sequenze di due ¢ ovviamente uguale a n—1,
la probabilita richiesta ¢
-1
2
n—1 (n) =—.
(n-1-3) ==

Di conseguenza, la probabilita che non vi sia nessuna sequenza di due ¢
2 n—2
l-—= .
n n

Il numero dei casi in cui non vi € nessuna sequenza di due ¢
n-2 nn-1) (m-Dn-2)
n 2 2 '

Come secondo caso egli considerava le possibili sequenze se sono e-
stratti tre biglietti su 7, cio¢ sequenze di tre (3), sequenze di due (2), nessuna
sequenza (1), ossia in simboli

3=13)=12)+ (1)=3(1).
Per la probabilita di una sequenza di tre, oppure di 1(3), otteneva

(n—2) (’;’Jl __23

~n(n-1)
e per la probabilita di 1(2) + (1),
71 . —
(-26-3-(3) - —2,13,5:)3)'
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Dai numeri calcolati per tutte le possibili sequenze, se venivano estratti
fino a 6 biglietti da una lotteria di » biglietti, egli deduceva per induzione
incompleta una regola che gli consentiva di risolvere il caso generale.

Euler introdusse, come si ¢ gia visto, per tale regola, il simbolo (7;) che
denota una sequenza di 7; numeri, 1 < r; < m, dove m, il numero di biglietti
estratti fra gli n, consiste di s; sequenze di 7y, peri =1, 2, ..., t, ovvero™

Zt:si(ri) =m e Zt:si =k.(*)
i=1 i=1

Una sequenza di uno o (1) significa che si ha un numero che non ¢ il

predecessore, né il successore di nessuno degli altri m—1 numeri estratti e
quindi in realta non c¢’¢ nessuna sequenza.
La probabilita della serie di sequenze (*), in base alla regola, ¢:

k
H(n—m+2—j) 4
= n
- )
N "

Euler non fu I'unico ad occuparsi dei problemi delle sequenze che e-
mergono nei numeri estratti in una lotteria. Nei Mémoires di Berlino per gli
anni 1765 e 1769, Nicolaus Beguelin®® — in due scritti consecutivi — ¢
Johann IIT Bernoulli®" affrontarono lo stesso problema, pur risolvendolo in
modo differente.

Quattordici anni dopo la sua prima richiesta di controllare la fondatezza
di una lotteria, Federico II invio a Euler una seconda richiesta, questa volta
in merito a una lotteria a classi, al fine di valutare la correttezza dei profitti
previsti®’,

11 progetto della lotteria a classi fu inviato al re da un olandese di nome
Griethousen, che voleva istituire la lotteria nella regione di Cleves (Kleve),

¥ La regola ¢ espressa mediante il moderno formalismo, poiché Euler non usa indici né i simboli di
somme e prodotti.

3 N. BEGUELIN, Sur les suites ou séquences dans la loterie de Genes, in Mém. Berlin 21 (1765), 1771,
pp. 231-280.

3! Johann IIT BERNOULLI, Sur les suites ou séquences dans la loterie de Genes, in Mém. Berlin 25 (1769),
1771, pp. 234-253.

2 FEDERICO IT a Euler, 17 agosto, 1763, in EULER, Opera, series IV, vol. 6, Basel 1986, p. 380.
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allo scopo di mettere la regione nelle condizioni di poter saldare i debiti
contratti durante ’ultima guerra. Del resto Euler era vincolato alla piu stretta
segretezza in merito al progetto della lotteria e al suo autore.

Di nuovo Euler invio la sua relazione tecnica al re solo due giorni dopo
che quest’ultimo gli aveva consegnato la sua richiesta™. Il principale risulta-
to dei suoi calcoli fu che i profitti dello Stato potevano essere persino mag-
giori di quanto I’autore, Griethousen, avesse supposto, a patto che si riuscis-
sero a vendere tutti 1 50.000 lotti. Tuttavia, tenuto conto dell’alto costo di un
lotto, Euler era scettico sulla possibilita che essi venissero venduti tutti.

11 piano di questa lotteria prevedeva cinque estrazioni per anno. Ciascu-
na estrazione comprendeva 8000 dei 50.000 lotti numerati. Tutti coloro che
non avevano ricevuto un premio in una delle cinque estrazioni avevano dirit-
to a un premio di una certa somma. Poiché il numero di coloro che non ave-
vano vinto nulla nelle cinque estrazioni poteva essere compreso fra 10.000 e
42.000 — a seconda se nelle cinque estrazioni uscivano da un massimo di
40.000 numeri differenti fino a un minimo di 8.000 — nella sua valutazione
Euler aveva preso la media aritmetica tra 10.000 e 42.000 come numero di
coloro cui era assegnato il premio di consolazione. Ovviamente ebbe troppo
poco tempo per applicare il calcolo delle probabilita al fine di trovare una
stima migliore di questo numero.

E molto difficile stabilire se le opinioni tecniche sulle lotterie che Euler
invio al re di Prussia nel 1749 e nel 1763 influenzarono o meno la decisione
di quest’ultimo di stabilire una lotteria nel suo regno. Sta di fatto pero che,
solo dodici giorni dopo che Euler aveva risposto alla richiesta del re di avere
il suo parere sulla lotteria a classi, il 31 agosto 1763, fu inaugurato un primo
progetto di lotteria in Prussia. Tuttavia, la nuova lotteria a Berlino non fu una
lotteria a classi, bensi la lotteria genovese che Euler aveva valutato nel 1749.
Il decreto che stabiliva una lotteria reale prussiana fu pubblicato gia nel feb-
braio del 1763. Essa avrebbe dovuto essere basata sul modello delle lotterie
di Genova e delle altre citta italiane. L’istituzione della lotteria in Prussia fu
motivata dal grande successo di questa lotteria in Italia ¢ negli altri stati
europei, e dalla situazione economica e finanziaria quasi senza speranza
dello stato prussiano dopo la guerra dei Sette Anni, che si era conclusa nel
1763. I dubbi di Euler sul successo di una lotteria a classi, secondo il proget-
to di Griethousen, potrebbero certamente aver influenzato la decisione del re
in favore della lotteria genovese nel 1763. Inoltre la valutazione di Euler

3 Euler a Federico II, 19 agosto 1763, in EULER, Opera, series 1V, vol. 6, Basel 1986, p. 381; erano
allegati i calcoli di Euler sul progetto della lotteria. Cfr. EULER, Opera, series IV, vol. 6, Basel 1986,
p- 382 ss.
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risalente al 1749 potrebbe aver influito sulle modifiche al progetto di Rocco-
lini apportate nella lotteria realizzata nel 1763.

Trascorsero alcuni anni prima che Euler tornasse ad occuparsi del pro-
blema di determinare il numero dei differenti lotti estratti in un certo numero
di estrazioni della lotteria a classi. Egli affronto tale problema in un articolo
per 1’ Accademia delle Scienze di Berlino, presentato il 29 novembre 1770,
Esso riguarda un progetto generalizzato di lotteria a classi di Griethousen in
base al quale tutti coloro che non avevano vinto nulla nelle precedenti k
estrazioni dovevano ricevere una certa somma fissa.

Undici anni dopo, 1’8 ottobre 1781, Euler presentod un lavoro all’Acca-
demia di San Pietroburgo che, benché formalmente riguardasse la lotteria
genovese, trattava un analogo problema di una lotteria a classi®’.

11 problema che Euler desiderava risolvere consisteva nel determinare la
probabilita p che dopo 7 estrazioni di 7/ numeri in una lotteria formata da m
numeri, siano estratti almeno -/ numeri diversi. La soluzione ¢ di nuovo il
risultato di un’induzione incompleta dei casi / = 0, 1 e 2, ciascuno dei quali
¢ dimostrato. La soluzione di Euler corrisponde alla formula

—-n n

m mY =i S l+v—1\m—I-v
p=l |||+ 2 (1) .
i i — [ i
De Moivre aveva gia discusso e risolto un problema analogo nella sua
opera De Mensura Sortis del 1713 e nuovamente nelle differenti edizioni
della sua Doctrine’®. De Moivre determinava la probabilita di un giocatore
che scommette di ottenere un numero dato f di facce diverse in # lanci di un
dado astratto con p+1 facce. La soluzione di de Moivre coincide con quella
di Euler se i, il numero di biglietti estratti in ciascuna estrazione, ¢ uguale a
1. Il problema originale di Euler era stato risolto da Laplace in una nota pub-
blicata sui Mémoires de I’Académie Royale des Sciences nel 1774”.

** Solution d’une question trés difficile dans le calcul des probabilités, in Mém. Berlin 25 (1769), 1771,
pp. 285-302 e in EULER, Opera, series 1, vol. 7, Leipzig — Berlin 1923, pp. 162-179.

35 Solutio quarundam quaestionum difficiliorum in calculo probabilium, in Opuscula analytica, vol. 2,
1785, pp. 331-346 e in EULER, Opera, series 1, vol. 7, Leipzig — Berlin 1923, pp. 408-424.

36 Problema 18 nel De Mensura Sortis e Problema 39 della terza edizione del Doctrine of Chances.

37 Problema 4 dell’articolo Mémoire pour les suites récurro-récurrentes et sur leurs usage dans la théorie
des hasards, pp. 353-371.
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111, Alcuni problemi sui giochi d’azzardo

I problemi concernenti i giochi d’azzardo, come il gioco del Rencontre,
sopra citato, o il gioco del Faraone, molto popolare nel diciottesimo secolo,
catturarono I’interesse di Euler, nonostante il fatto che altri avessero gia
determinato, per esempio per il gioco del Faraone, la vincita probabile del
banco™.

Nelle sue considerazioni sul cosiddetto paradosso di San Pietroburgo
Euler fa riferimento a Nicolaus Bernoulli, Montmort, Gabriel Cramer e Da-
niel Bernoulli, che avevano gia illustrato delle soluzioni per tale problema. Il
paradosso consiste nella seguente situazione: la speranza di un giocatore cui
spettano 2" fiorini all’ennesimo lancio di una moneta finché esce testa e per
cui il gioco termina se esce croce, ¢ infinita in base alla regola stabilita da
Huygens e dai suoi seguaci. Tuttavia il senso comune impedisce ai giocatori
di scommettere un importo infinito o anche solo cospicuo a queste condizio-
ni. Le proposte di Euler e dei suoi successori per risolvere questo problema
portarono ad introdurre il concetto di «speranza morale» che si riferisce
all’importo che un giocatore ¢ disposto a scommettere sulla sua fortuna o,
con la terminologia di Euler, sul suo status. Il manoscritto latino di Euler
concernente il problema di San Pietroburgo fu pubblicato solo postumo™.

1V. Teoria degli errori
Rivolgendo ora D’attenzione alla teoria degli errori, troviamo che

I’impegno di Euler si limita a due commenti sulle pubblicazioni di Daniel
Bernoulli* e di Lagrange®. La recensione di Euler del lavoro di Daniel

¥ Sur I’avantage du banquier au jeu de Pharaon, in Mémoires de I’Académie des Sciences de Berlin 20
(1764), 1766, pp. 144-164 e in EULER, Opera, series 1, vol. 7, Leipzig — Berlin 1923, pp. 57-78.

¥ Vera aestimatio sortis in ludis, in Opera postuma, vol. 1, 1862, pp. 315-318 e in EULER, Opera, series
I, vol. 7, Leipzig — Berlin 1923, pp. 458-465.

4 D. BERNOULLL, Dijudicatio maxime probabilis plurium observationum discrepantium atque verisimil-
lima inductio inde formanda, in Acta Academiae Scientiarum Petropolitanae (1777: 1), 1778. pp. 3-23 ¢
in EULER, Opera, series 1, vol. 7, Leipzig — Berlin 1923, pp. 262-279.

41 J. L. LANGRANGE, Mémoire sur l'utilité de la méthode de prendre le milieu entre les résultats de
plusieurs observations, dans lequel on examine les avantages de cette méthode par le calcul de probabili-
té, et ou l'on résout différents problémes relatifs a cette matiere, in Mélanges de philosophie et de ma-
thématiques de la société royale de Turin 5, 1770-1773, pp. 167-232.
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Bernoulli* ¢ stata esaminata in una pubblicazione contenente la traduzione
inglese dei due scritti*.

In base all’argomentazione che i maggiori errori di valutazione non pos-
sono avere lo stesso peso di quelli minori, Bernoulli introdusse una distribu-
zione semicircolare, sulla base della quale determino il valore piu probabile
di una serie di osservazioni che seguono il principio della massima verosi-
miglianza.

Euler critico tale principio in quanto privo di una giustificazione logica,
ma lo rimpiazzo con altri che sono stati giudicati piu discutibili ancora di
quello della massima verosimiglianza. Comunque il ricorso di Daniel Ber-
noulli al principio della massima verosimiglianza conduce, nel caso di »
osservazioni, ad un’equazione di grado 2n—1, mentre il metodo di Euler
conduce a un’equazione cubica.

Il commento di Euler sullo scritto di Lagrange* fu valutato da Anders
Hald con il solo breve giudizio che Euler non apportava alcun contributo
nuovo a Lagrange®. Dal punto di vista di un moderno cultore della statistica
o della probabilita interessato alla storia della sua disciplina un tale giudizio
¢ comprensibile, sulla scorta della convinzione che lo sviluppo della mate-
matica costituisce un processo cumulativo, in cui i matematici di ogni epoca
contribuiscono a creare un insieme sempre crescente di proposizioni, metodi
e teorie. Compito di uno storico della matematica ¢ dunque quello di accerta-
re chi contribui a tutto cio, in che modo e quando. Per esempio i tentativi di
semplificare la deduzione di un risultato gia noto o, ¢ido che non ¢ necessa-
riamente lo stesso, i tentativi di usare metodi piu elementari per ottenere lo
stesso risultato non sono contemplati in storie di questo tipo. In questo senso
il commento di Euler al lavoro di Lagrange che egli intitolo «éclaircisse-
ments», che significa delucidazioni o anche chiarificazioni, puo configurarsi
a stento come un nuovo contributo allo sviluppo della teoria degli errori.

Cio nonostante 1’articolo di Euler ¢ interessante perché egli applico il
modello dell’urna a un problema riguardante gli errori d’osservazione, ed in

42 Observationes in praecedentem dissertationem illustris Bernoulli, in Acta Academiae Scientiarum
Petropolitanae (1777: 1), 1778. pp. 24-33 e in EULER, Opera, series I, vol. 7, Leipzig — Berlin 1923,
pp. 280-290.

M. G. KENDALL, Daniel Bernoulli on maximum likelihood, in E. S. PEARSON ¢ M. G. KENDALL (a cura
di), Studies in the history of statistics and probability, London 1970, pp. 155-172.

“ Eclaircissements sur le mémoire de Mr. de la Grange inseré dans le Ve volume des Melanges de Turin
concernant la méthode de prendre le milieu entre plusieurs résultats de plusieurs observations, in Nova
Acta Academiae Scientiarum Petropolitanae 3 (1785), 1788, pp. 289-297 ¢ in EULER, Opera, series I, vol.
7, Leipzig — Berlin 1923, pp. 425-434.

4 A. HALD, 4 history of mathematical statistics from 1750 to 1930, John Wiley NY, 1998, p. 50.



118 IVO SCHNEIDER

tal modo rese la teoria degli errori una branca naturale della contemporanea
teoria della probabilita.

Partendo dalla media aritmetica di # misurazioni di una grandezza,
Euler determina la probabilita che la somma degli # errori sia uguale a un
numero dato e di qui nasce la distribuzione della media aritmetica. L. errore
significa qui la differenza fra una misura data e la media aritmetica di tutte le
misure. In aggiunta, Euler assume che tutti gli errori siano multipli di
un’unita, il che ricorda cid che in seguito fu chiamato 1’ipotesi degli errori
elementari. In base a questa assunzione, le somme degli errori sono anch’esse
multipli di quest’unita. Euler giunge alla soluzione del problema generale me-
diante il seguente modello dell’urna: I’urna contiene » = a + b + c biglietti,
dove i biglietti del tipo a sono contrassegnati da 0,ib da 1,eicda—1. Sesi
estrae m-volte un biglietto a caso dall’urna, reimbussolando ciascuna volta il
biglietto estratto, per la somma s di queste m estrazioni vale —m < s < m.

A questo punto egli discute i casi m = 1, 2, 3, e 4 allo scopo di ricavare
per induzione da essi la soluzione relativa al caso generale m. Il numero di
tutte le possibili situazioni di estrazione &

n" =(a+b+c)".
Il numero delle situazioni di estrazione in cui si riceve la somma
S=I”1 '0+I’2 'l+7"3 '(—1)21”2—7'3, 7'1 +l’2+}’3 =m
¢ la somma di tutti i
m! .
Ma "b"™c"™, M=———percuir,—r;==s.
n'n!n!
Euler mostra quindi che questa somma ¢ uguale al coefficiente di
x” % in (a + bx+ cx )"

In un ultimo passaggio Euler generalizza la situazione alla seguente: le n
osservazioni a; comportano un errore e;, i = 1, 2, ... , t. Allora la probabilita
di ottenere con m osservazioni una data somma s = k degli errori ¢ il coeffi-
ciente di

t m
k. o
X 1n Zal-x'
i=1

diviso per tutte le possibili situazioni di osservazione, cio¢
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Per ottenere questo risultato Euler utilizzo lo stesso metodo di Abraham
de Moivre* per il quale Laplace introdusse in seguito la denominazione di
funzione generante’,

V. La crescita della razza umana

In modo analogo Euler indirizzo i suoi sforzi per affrontare il problema
della mortalita umana e, connesso ad esso, il problema delle assicurazioni
sulla vita in particolare per le vedove, ¢ lo considerd come una branca legit-
tima della teoria delle probabilita. L’impatto delle pubblicazioni di Euler in
questo settore sui pochi matematici che si occupavano degli stessi problemi ¢
difficile da giudicare. Tuttavia sembra che il suo apporto alla seconda e
alle successive edizioni del Gottliche Ordnung di Sissmilch, che ebbe
un’ampia ricezione in Europa tramite le sue numerose edizioni*, fece cono-
scere a molti le idee di Euler sulla mortalita umana e sui concetti connessi,
benché molti lettori potrebbero aver trascurato le osservazioni di Siissmilch
sul contributo di Euler, in particolare all’ottavo capitolo del Gdttliche
Ordnung®.

A differenza della maggior parte dei suoi risultati di stocastica, che fu-
rono stimolati dall’esterno, 1I’impegno di Euler nei confronti dei problemi
demografici sembra essere il frutto di un interesse personale, strettamente
connesso alla sua formazione cristiana. In effetti Euler era attento a difende-
re con forza il testo della Bibbia contro gli scettici e i liberali o, come egli li
chiamava, i «Freygeister»". Egli si sentiva spinto ad offrire un modello
matematico che spiegasse come la razza umana avesse potuto svilupparsi da
Adamo ed Eva, i primi viventi, secondo il racconto della creazione. Gia nella
sua Introductio in analysin infinitorum del 1748 egli era convinto di aver
ridicolizzato tutti coloro che negavano che i discendenti di una sola coppia
potessero popolare I’intera terra in un tempo relativamente breve’'.

4 A. DE MOIVRE, The doctrine of chances, 2* edizione, London 1738, pp. 37-39 e precedentemente nella
sua Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis, London 1730, p. 196 f.

4TP. S. LAPLACE, Mémoire sur les suites, in Mémoires de 1’Académie Royale des Sciences (1779), 1782,
pp- 207-309 e in Oeuvres complétes de Laplace vol. 10, Paris 1894, pp. 1-89, in particolare pp. 5-9.

48 J. P. SUSSMILCH, Die géttliche Ordnung in den Verdnderungen des menschlichen Geschlechts, aus der
Geburt, dem Tode und der Fortpflanzung desselben erwiesen, Berlin 1741, successive edizioni in due e
tre volumi apparse nel 1761/62, 1765, 1775, 1782, 1788, e nel 1798. Inoltre, un’edizione non autorizzata
apparve nel 1742 e una traduzione olandese fu pubblicata in quattro volumi fra il 1769 e il 1772.

4 Cfr. L. G. DU PASQUIER in EULER, Opera, series I, vol. 7, p. 533 f.

9 EULER, Rettung der gttlichen Offenbahrung gegen die Einwiirfe der Freygeister, Berlin 1747.

3! Cfr. EULER, Opera, series I, vol. 8, p. 116.
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II modello di Euler assume che uomini e donne si sposino all’eta di 20
anni, che ogni coppia procrei sei figli che nascono a coppie formate da un
maschio e da una femmina, dopo due, quattro e sei anni di matrimonio, e che
tutti muoiano all’eta di 40 anni. A partire dalla seconda edizione del Gortli-
che Ordnung 1 lettori potevano seguire lo sviluppo della razza umana per i
primi 300 anni secondo questo modello, dopo che la prima coppia si era
sposata, in una tavola che includeva, ogni due anni, i numeri dei nuovi nati,
della popolazione totale®, di coloro che erano morti negli ultimi due anni e
di quelli che erano sopravvissuti negli ultimi due anni>’.

Dopo 300 anni si raggiungeva I’impressionante numero di circa quattro
milioni di persone, ¢ questo avrebbe potuto stupire i lettori di Siissmilch
ancor piu per il fatto che il numero dei viventi triplicava quasi esattamente
ogni ventiquattro anni e cosi indicava la crescita esponenziale della razza
umana. Cio significava che, dopo pit 0 meno 150 anni, la razza umana a-
vrebbe raggiunto il numero di 3000 milioni, piu di quanti si pensava che
fossero gli abitanti sulla terra a quell’epoca. Anche se per i numeri dei nuovi
nati nella tavola di Euler si puo trovare una simile triplicazione ad intervalli,
negli anni che sono multipli di 24, cio non vale per gli anni n e n + 24, dove
0<n<24. A differenza dei numeri dei viventi, che dopo 208 anni sono stret-
tamente crescenti, 1 numeri dei nuovi nati variano da crescenti a decrescenti
fino alla fine della tavola. In una nota 1’editore accenna al fatto che i numeri
dei nuovi nati sono termini di cid che era detta una serie ricorrente che solo
molto lentamente approssima il carattere di una progressione geometrica.
Cio fu provato da Euler nel capitolo XVII della sua Introductio in analysin
infinitorum®.

Alcune osservazioni aggiuntive riguardano la razza umana prima e dopo
il Diluvio Universale, per il quale era assunto un altro modello, che condu-
ceva ad una popolazione ancora maggiore, e si affrontava il problema di
come alimentarla. Alcune soluzioni ipotetiche puntavano ad un ampliamento
delle terre da utilizzare per convenienti coltivazioni ed una maggior fertilita
del suolo®. Cid ¢ interessante, insieme ad alcune considerazioni di Siis-
smilch e/o Euler all’inizio di questo capitolo del Géttliche Ordnung, in cui
sono discusse le variazioni a tratti considerevoli nei numeri che fornivano gli
sviluppi demografici nei vari distretti della Prussia. Come ragioni di una tale

52 Questo numero & implicitamente definito da Euler come la somma degli uomini in vita al termine del
precedente intervallo e dei nuovi nati entro i due anni successivi.

%3 La tavola ¢ parte del § 160 nel vol. I del Géttliche Ordnung, edizione del 1761/62.
3% Cfr. EULER, Opera, series I, vol. 8, pp. 339-341.

% L’interpretazione delle tavole costituisce il § 161 nel vol. I del Géttliche Ordnung, edizione del
1761/62.
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variazione sono addotte I’emigrazione, I’effetto delle guerre, le epidemie e la
perdita dei raccolti. Pertanto il capitolo 8 del Gottliche Ordnung, e soprattut-
to il modello demografico di Euler di una crescita esponenziale della popola-
zione umana, preparo la strada a Robert Malthus il cui Essay on the Princi-
ple of Population del 1798 con piu di cinque edizioni, prospettava ai suoi
lettori la minaccia della fame se guerre ed epidemie non avessero rallentato
la crescita esponenziale della razza umana.

I presupposti del tutto diversi che ispirarono la successiva generazione
di naturalisti nella loro spiegazione della creazione si possono individuare,
nel modo piu chiaro, in Charles Darwin, che fu fortemente influenzato
dall’Essay di Malthus. Pud sembrare un paradosso che Euler, che aveva
cercato di conciliare la sua visione della realta demografica con il testo lette-
rale della Bibbia, avesse aperto la via a studiosi che rifiutarono di considera-
re la Bibbia come una fonte di informazione scientifica.






